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Neue Integrations - Methode [fiir Differenzen - Gleichungen,
deren Coéfficienten ganze algebraische Functionen der unab-
héingigen Verinderlichen sind.

Yon Simon Spitzer,

Professor der Algebra und des Merkantilrechnens an der Wiener Handels-Akademie.

(Vorgetragen in der Sitzung am 4. Februar 1858.)

Die Arbeit, die ich hier der hohen kaiserlichen Akademie der
Wissenschaften ehrfurchtsvoll vorlege, hat zum Zwecke die Auflisung
nachfolgender Gleichung:

@A)+ Toaf(@ 1 — D -+ o X f (o D+ Xf)=0 (1)
in welcher:
X o Wd 50000 X o M

gegebene, ganze algebraische Functionen von @ sind, denn auf diese
Form (1) liisst sich jede linearc Differenzen-Gleichung mit ganzen
algebraischen Coéffieienten bringen.

Ieh betrachte eine lineare Differenzen-Gleichung mit ganzen
algebraischen Coéfficienten als aufgelist, wenn es mir gelungen, ihre
Integration abhingig zu machen von der Integration einer linearen
Differential-Gleichung mit ganzen algebraischen Coéfiicienten.

Der Weg nun, den ich einschlage, um die vorgelegte Gleichung
(1) zu integriren, ist ein neuer, und scheint mir hichst merkwiirdig
und beachtenswerth. Ich setze niimlich das Integrale der vorgelegten
Gleichung in Form eines Differential-Quotienten voraus mit variablem
Differentiationsindexe, nimlich:

f(@) = %M} | 2

ar®
A

woselbst ¢ (») eine, einstweilen noch unbestimmte Function von »
bedeutet, und A eine econstante Zahl ist, die nach verrichteter
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wmaliger Differentiation von ¢ (1) in dem so erhaltenen Resultate
statt » gesetzt werden muss.

Wenn nun die Coéfficienten der vorgelegten Gleichung folgende
Gestalt haben:

X =a+boetecrr+.. . 0+ a4 e

Xoiv=tth s+ by gt co v+ ooy o kg™
Xy =aq+bate 4.0 e 4 kam
Xo =ap+ byx+ o2+ ..o+ g™t - by

so erhilt man, den in (2) stehenden Werth von f() in (1) ein-
fihrend, und zugleich Riicksicht nehmend auf folgendes System, von
aus (2) hervorgehenden Gleichungen:

f(.‘v-i—l):% (lll’.;:f”) %
ar |
f(z+2)—§ Sl f
ar*
IS
(%) S .
& o
flopn) = 1 2220 |
A

nachfolgende Gleichung:
a° ?(n) ) )
dr® f

A
J‘U(H_') i
-I— (([,,_.| + b,,_l.’l}'—-l— (',1_1‘112‘*— oo + ]I ,,_j.’l)'“_l + ]n‘,,_h‘l,‘"') i(—[_‘]TQ_l} —l—
ar
A

(tn+ by + cox? .o ™+ ha™) {

(5) : . .
D, p 2 Wm— 1 A 5 ”1-1‘ ?’ (')
G+ (e, + b4+ .. F b ~+ kya )2[—1 e
X

Y (ot box+ecorr+ ... F hpam 4 kM) {—-——d' ? (1) } =0

drt
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welehe sich offenbar auch folgendermassen schreiben lisst:

Vi (n)()

{ (4 b + e+ ..o F e a™) ———— 1+

+

s
(n l)(- }

g(un-n—’rbn_n+cﬂ_n A e k™)
A

Q)

—*—{(ﬂ' +1113}+01m2+ ."_i_]“‘,vm—l_'_k‘mm)__d;_?%‘)_}_{_

dr
A

dr

-+ {(«0—1—00.@'4—00.@*2-{— coi g™t - kox’")—iffi% = 0.
X

Fiihrt man nun nachstehende Bezeichnungsweise ein:

Uy =9 @)+ g V(@) ... +a g () +ap(r)

U =006 (1) + bumi 000 () F .. 400 ¢ (1) + bo ¢ (1)
. : . 5 o ©)

Ut = a9 (1) + bt 5D () - Al 9 () + o 9 ()

U =kao® () + ko@D )+ +h ¢ () + ko ¢ (1)

so erhilt man statt der Gleichung (6) folgende Gleichung:

& U, A U, , 0
§ e E SR ®)
r ar
4% Un—t d* Un
+ xm——l + R = 0
ar® ar®
A

Die in derselben vorkommenden Ausdriicke :

(Zx L’i dr Ug dr Un
& , x? PRSI " ——
dr® ar® ar®
A I8

lassen sich aber als @' Differential-Quotienten von Functionen dar-
stellen, welche blos » enthalten, es ist niimlich:
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a* U dr
v ={ [O—DM]§
a* TN L G
{d [G—D2 0" 4 (r—2) (2]}

A

{ T =2 O 43— 220"+ (r— D) Uy ]§

A

&
®
~
A D B
= Nf: <
y\-“\/\/ D N i
I

denn in der That, differenzirt man:
(r—n) U’

xmal nach », so erhilt man, von der bekannten Formel Gebrauch
machend, welche fiir die wiederholte Differenzirung eines Productes
gilt:

d* l" U,

(7—}\) g —>

dar

folglich ist die Gleichung:
1Y Uy 7 Ty ® U,
§‘v( } 3(1_1)1 0, ’l;'dL'
A

ar® ar®
IS

ful 9 = A Null ist; somit in diesem

identisch, falls nur (r——)\)
&
Falle die erste der Gleichungen (9) bewiesen. Differenzirt man nun

den Ausdruck:

or—00"+(—00
amal nach », so erhiilt man:

d* I,z” 4= ' a* U,
(7—))(9L—|—l) + wrt—,

dr

(r— )z

folglich ist wieder die Gleichung:

%4dvs h‘*yd”"+0~nmvw) AL
dr T
A



Neue Integrations-Methode fiir Differenzen-Gleichungen elc, 57

& [T a* Lz

(=) Q1)

=21 gleich Null wird, und so lasst sich auch die lmhtlﬂkut der
dritten Gleichung (9) darthun ete.
Man hat aber auch allgemein:

. U da*
am—— =
ar® dr

A

identisch wahr, weun (rr —(22

m U(m) + Am—l (7._ l)m—l L‘(m—l) +

denn differenzirt man die einzelnen Glieder, der in der eckigen
Klammer stehenden Ausdriicke, so erhilt man:

ax (m) X pr(m—1)
— 2 4 e ey _‘l—%—- +..
+ (r—2 () m' + (,,,)m‘
T 7(1)&—-1)
+Am—l (,.___)‘)m—l ¢ U -
ar®
+ (=) dus (2) (n—1)15 77+ 4,
T 73 dT Lr
..... + 240 (r—1) = L = (e—1)=
+ 4, —0 = Tt ‘Z

Setzt man hierein » = 2, so verschwinden in der Regel alle
Glieder bis auf jene, welche nicht den Factor » — X besitzen, und
man erhilt:

{mm i ”} - { Co @+ A 1)1 (20 +

dar® r
A

. —|—A2.r(_:c'—1)+A,x]}

A
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was identisch wird, wenn 4, A, . .. A, so gewithlt werden, dass
die Gleichung:

=m!(G) + A (m—1)'0ED)F - Are(x—)+ A
stattfindet. Sie ist durch @ abkiivzbar und lisst sich so schreiben :
(10) A+ db(e—1)+ 4 (v—1) (e —2) 4 ...

+ dur (v — 1) (2 —2)...(0—m4-2) +
+(e—1)(e—2) . .. (e—m-1)=am"

Setzt man in dieselbe fiir 22 der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, 4,
so erhilt man:

I

A4 A, = ont

Ay 24, 4 24, = 3n !

A+ 34y + 645 + 64, = 4n—t

woraus sich leieht die Werthe von 4, , 4, , 4; , 4, ., ... ergeben.
3 =]

Anmerkung. Schlomileh kémmt in seinem vortrefflichen Lehrbuche ,Theorie
der Differenzen und Summen®“ bei Gelegenheil der endlichen Integralion
der ralionalen ganzen algebraischen Functionen ebenfalls zu der Gleichung:

ar=dj e+ dpx(e—1)F+A32(@—1)(@—2)+...
+a(—1D)@—2)...(x—m+1)

und gibt daselbst fiir Ax folgende schine Formel:
1
M= B — ) =D+ O E—2"—. . .1

Es lassen sich diese Zahlen aber noch auf cine andere, fiir die
wirklieche Berechnung bequemere Weise finden, denn offenbar ist 4,
nichts anderes, als der Rest, den man erhilt, wenn man @”—! dureh
a—1 dividirt, und der hiebei sich ergebende Quotient ist:

A+ A (x—2)F+ 4 (@—2)(z—3)+ ...
4+ dui(z—2)(x—3) ... (x—m+2)+
+((@—2)(x—3) ... (v—m+41)
ferner ist A, der Rest, den man erhilt, wenn man den eben gefun-

denen Quotienten dureh —2 dividirt, und der Quotient dieser
Division ist:
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A+ A, (e—3)+ 4 (v—3)(e—H+ ...
d dpg(e—3)(v—4) ... (v—m+2)+4
F+(e—3)(@—4)...(e—m+1)
eben so ist A; der Rest, den man erhilt, wenn man den jetzt gefun-

denen Quotienten durch @ — 3 dividirt, und der bei dieser Division
hervorgehende Quotient ist:

A+ A (2 — 5+ 4 (x—4) (2 —5) 4 . ..
4+ Api(v—4)(e—8) ... (x—m+2)+
+(@—4)(x—58) ... (x—m+1)
u.s foouos. f
Nun kann man aber bekanntlich Quotient und Rest nach der
Horner'schen Methode durch ein fusserst einfaches Verfulren be-

stimmen; so ist z. B. falls a5 durch @ —1 zu dividiren wire, die
Rechnung folgende:

1t 0 0 0 0 0
Ht 11111
somit der Rest 1, der Quotient 2% @3+ x>+ w4 1.
Wird der gefundene Quotient durch @ —2 dividirt, so hat man :
1 1 1 1 1
2) 1 3 7 15 31
als Rest 31, als Quotient @3 4 32 -+ Tw 4 15; dieser durch o —3
dividirt, gibt:
t 3 7 15
3) 1 6 25 90
90 als Rest, @24 6 x4 25 als Quotient. Derselbe gibt durch o —4
dividirt:

1 6 28
4) 1 10 65

65 als Rest, 2410 als Quotient, und endlich hat man diesen Quo-
tienten durch @ —5 dividirt:
1 10
5 1 15

18 als Rest und 1 als Quotient.
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Stellt man die ganze Rechnung zusammen, so ist sie folgende :

1. 0 0 0 0 O

1) 1 1t 11 1
2) 1 3 71531

3) 1 62590

4) 110 65

5) 115

und man hat:

s=143(z—1)4+90(x—1) (x—2)+
+65(e—1) (v —2)(v—3)+15 (x—1) (x—2) (#—3) (x—4) +
+ (v—1) (v—2) (#—3) (v—4) (—5).
Aus derselben Rechnung ergibt sich durch blosse Weglassung
des letzten Gliedes jeder Zeile:

at=14+15(x—1)+25(x—1)(—2)+
+ 10 (a—1) (@—2) (z—3) + (2—1) (+—2) (¢—3) (v—4).

Ferner durch Weglassung der zwei letzten Glieder jeder Zeile:

3=147(@—1)+6(@—1)(@—2)+ (v—1) (2—2) (x—3)
dureh Weglassung dreier Glieder jeder Zeile:

ar=143(x—1)+ (r—1)(x—2)
endlich hat man:
2z =14 (x—1).
Man sieht hieraus, dass wenn man auf diese Weise den Werth
von ™ !in der Form:
A+ A (e—1D)+ 4L (=D (z—2)+ ...
4+ dp—i(c—D(@—2). . . (x—m+2)+
+@—1D)(@—2).... (x—m+1)
bestimmt hat, aus derselben Reehnung sich unmittelbar die Werthe
fiir:
am2 g% amt, L. 2,

ergeben. — Folgende Tabelle diivfte daher hier am geeigneten
Platze sein:
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1t 0 0 0 0 0 0 00
H 1t 1 4 1 1 111t
2) 1 3 7 15 31 63 127 258
3) 1 6 25 90 301 966 3025
4 1 10 65 350 1701 7770
5) 1 15 140 1050 6951
6) 1 21 266 2646
7y 1 28 462
8) 1 36

Durch Substitution von :

M@=ywﬂ @)

dr®

in die vorgelegte Gleichung (1) kimmt man daher zu der Gleichung:

d* v, U, & U,
~+ x -+ a? -+ ... 8
{ dr® dr® dr® ®)

a* U | d” Um} 0

+ wm—i + @

dr® dr®

welche nach Einfilhrung der in (9) aufgestellten Werthe fiir:

d‘r LY' (lx sz d.r Un
ap , a@? P G ==
ar® dr® ar®
A 1S A

folgende Form annimmt :

ax . ,
{dra: [U°+(’_)~) Uy +
+ =N O+ =) 0+
+ =G+ 30— 0"+ (—) 0"+ (1)
+ =) O+ 4 (r =22 U -4 (r—2) U .

+ (7' e A)m Lffm(m)] } = 0.

A

Setzt man nun den, innerhall der eckigen Klammer stehenden
Ausdruck gleich Null, so erhilt man die Gleichung:
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(12) U+ (=)0 +
—+ (7'-—-1) U, + (7‘_.}\)'.' ({507 -
+ (1'—-—-)\) ('J’ + 3(}'—)\)2(]3”_*_ (,.___X):; (73/// +
+

(1 ——/) (,,L Az (r /\) (/m” A; r—2)3 U +
+ (7. _ )‘)m (Tm(_m) _— 0

welche beziiglieh ¢ () eine lineare Differential - Gleichung ist, wit
Coéflicienten, die ganze algebraisehe Funetionen der unabhiingig
Vartablen 2 sind. Die Ordnungszahl dieser Gleichung ist mindestens
2 und hochstens m -4 », das Integrale derselben hat somit die Form:

(|3) ' ()) = (, ?1 (7) + 2 P (’) + 'n+n (Pn»{—n(r)

woselbst:
G, C....Cuy

willkiirliche Constanten bedeuten, und » = m ist. Dieser in (13
angegebene Werth von ¢ () mit seinen » + » willkiirlichen Con-
stanten geniigt offenbar der Gleichung (1), demn er ist ja das In-
tegrale derselben, ob er in allen Fillen, mit all den 2+ v willkiie-
lichen Constanten auch der Gleichung (8) geniige, isl erst zu unter-
suchen. Der erste Theil der Gleichung (12), oder was dasselbe ist,
der innerhalb der eckigen Klammer stehende Ausdruck der Gleichung
(11) gibt @ mal nach » differenzirt einen Ausdruck foigender Form:

(r— 1) P (—2)" Poy + .« o A (r—2)2 P, 4 (- —2) P, +

x r Xy X g7

4 U, (l U, —*A . AN A pi—t d” Un—1 g d* Un

I ) I I X @
dr dar di F d

und setzt man hieretn »=A2A, so cerhilt man:

d* Uy dz o FaliA A% Un—i A% Un

e e R B

art " dr" dr’

I

nur dann, wenn zu gleicher Zeit folgendes System von Gleichungen
stattfindet :
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{@_nnf

{r—1)2n) =0
A

0

I

{r—2m=tp, | =0
A
(o — )" P.| =0
)

Yon diesen m Gleichungen sind in der Regel dic v ersten, solche,
welehe auf Bedingungs-Gleichungen zwiselien den Constanten fithren,
und die iibrigen m—uv Gleichungen identische. Ist dies der Fall, und
liasst sich ein Werth von ¢ (») mit 2 oder auch mit weniger als »
willkiirlichen Constanten aufstellen, welcher nicht nur der Gleichung
(12), sondern auch der Gleichung (8) geniigt, so wird dieser Werth
von ¢(7) amal nach » differenzirt und nach vollbrachter Differentiation
r=2> gesectzt, f(2) geben, und das vorgelegte Problem ist hiedurch
gelost. Zur Bestimmung von 2 liegt gar nichts vor, man wird es daher
so zu withlen haben, auf das £ (@) hiedurch mioglichst einfach werde.

feh habe jetzt noeh von einer bhemerkenswerthen Trausfor-
mation zu sprechen, welche in sehr vielen Fillen wesentlich zur
Vercinfachung der Auflésung der vorgelegten Gleichung dient.

Setzt man nimlich in die gegebene Differenzen-Gleichung (1):

() = G
woselbst | F (@ — n)]! folgende Bedeutung hat :
[F(e—) ' =F({A—n) . F(2—u) . F(3—n) . . . F(x—n)
und bemerkt, dass :

Y(x + )
[ (a)]!

L 1y Y@ie—1)
flotn—1) ==

f(rn) =

(o 1y PEED
fe+1) [F(xt1—n)]!

ist, so hat man:



64 Spitzer.

- (et ) .yt
a0 1F ()] a2 [Fx—1)] ! +..o+ & [F(a+1—n)]t +
+ X ,7:4{(17 = =10

[#(x—n)]!
und diese Gleichung gibt, mit [ () ]! multiplieirt, folgende Gleichung:

Xd@+n+XaF@)ge+n—1)4 ...
+ X, F(2). F(a—1) . F(a—2). . . F(x+2—n). ¢ (x4+1) +
+XF(x).F(a—1).F(a—2). .. F(z+41—n). g(x)=0
woraus man sieht, dass die Substitution:

_ @
(14) @) = s

in etne Differenzen-Gleichung gemacht, darauf hinauskommt, simmt-
liche Coéfficienten derselben der Reile nach mit den Zahlen:
1, F(x) , F(x)F(x—1) , F(2) F(a—1) F(2—2) , ...

zu multipliciren.

Setzt man daher:

F(zx)=2X,

so gestattet die neu erhaltene Gleichung eine Abkiirzung dureh X,,
und der erste Coéfficient der so erhaltenen Gleichung ist somit eins.

Hicraus folgt auch der umgekehrte Satz, dass wenn die Glieder

einer auf die Form (1) gebrachten Differenzen-Gleichung der Reihe
nach durch die Zablen:

L F(@) , F(¥)F(x—1) . F(@)F(x —1)F(e—2).....

theilbar sind, die Substitution:
f(2)=¢(2) . [Flx—n)]

zu einer Vereinfachung der vorgelegten Differenzen-Gleichung fithrt.
Ich will nun an einigen Beispielen den Werth dieser Methode
priifen:
1. Es sei:
Ayt+ay=0,
fir y = f () erhilt man:
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f(e4-2)=2f(v+ D)+ +2)f(2)=0
und setzt man:

[() = {f_l_rﬁgl)_ }

r
)3

so erhilt man zur Bestimmung von ¢ () folgende Differential-
Gleiehung :

¢ () +0—1—2) ¢ (D + () = 0.

derselben geniigt:

69 = r?
A2y r— — MH2)r—— | —-(0F2)r+4 -
90(7-)_—_0,0( Y ‘+(720(+) lﬁ o “dr

folglich ist:

T ‘()‘+2) ’—{,i X ’,_i . r )
)=, L T }+ PR Kt fe Gt !

( dr® ( ik 5)

X
oder wenn man A = — 2 setzt:

)= a{ _}_+c Lo }

und dies ist das vollstindige Integrale der vorgelegten Differenzen-
Gleichung.
2. Es sci:

wAry 4 y=0
oder anders gesehiriehen :
ef(e+2)—2xf(a+ D)+ (24 1) f(2r)=0.

Selzt man in dieselbe:

so erhill man:

¢ (v 42) — 22 ¢ (@4 1) + (@ —1) ¢ (2) = 0.
Setzt man ferner:
Sitah. d. mathem.-naturw. Cl. XXIX. Bd. Nr. 7. b
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A 9(r)
=222
dr*
%
wnd:
Uy = 9" (1) — ¢ (r)
l = —2y ()
l, = ¢ (1)
so erhalt man folgende Gleichung zur Bestimmung vou ¢ ()
(r—2=D2¢" () +(r—2¢ () —¢ () =0
Diese ist ein vollstindiges Differential, ihre Integration gibt:
r—2—=1D2¢ (N +QA+2—19()=C
und setzt man hierein:
= —1

und sucht hierauf ¢ (»), so findet man:

1 1 1
o Pl ——dr
() =Cre” + Cor erfe g

Es 1st somit:

1 1

! a . — — dr (
f() = 2:7ﬂﬂw’+&mj;" U

das Integrale der vorgelegten Differcunzen - Gleichung, und €, und
C, sind die willkiirlichen Integrations-Constanten.
3. Es sei:

Ary+(v+2)Ay+2y=0.
Setzt man auch hier:
y=1/(x)
so erhilt man:
[+ D +af(ed ) —r@)=0

und die dieser Gleichung entsprechende Differential-Gleichung ist:

(A 4r—1)g" () —p () =0



Neue Integrations-Methode fir Differenzen-Gleichungen ete, 6O

-3

fie 2 = 1 evhiilt man die cinfacliere Gleichung:
7 55” (’) . Sp (,‘) = 0
deren Infegrale folgende Gestalt hat (siele S chlomWel's Zeitsehvift

fiitr Mathematik 11, Bd., pag. 165):

p(r)=4 Vr/t'os w. e Vrees “duw-+ B/e"' Vicosw gy -+
. e

0
Kl

+ 28 Vr/ros w. eV e log (vVr sintaw) dw

0

somit hat man :

P o
f(x) = A { ("‘r[ 1’)‘/ cos w V7o g I } -
{ r < )

+ Bz%lﬁz Vi cosw +2 Vr/cos wetVreos “log (Vr sin®w) (IwJ} :

ar

0 0 i
4. Es sei:
Ayt (e4+-DAyFay=0

oder:

[+ + @—1) (@1 =0

/() = {""—“%

X
dr

Setzt man :

5
so erhiilt man die Gleichung zur Bestimmung von ¢ (1)

=24 D @) —g () =0
fiir 2 = 1 erhilt man hieraus:

¢ (r)=Cr*4 C,

) = TR0 |

dr®

somit ist :

1

Da die drei Glieder der vorgelegten Gleichung:

[@42) + @ =1+ 1) +of(x) =0

)
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der Reihe nach dureh:
1 g & = 1 0 (;L'—— ])(&‘-——2)

theilbar sind, so gestattet sic auch eine andere Behandlungsweise.
Setzt man namlich:

[e) = (o 3)1 ()
somit :
e+ 1) = (@—2)1¢ (e + 1)
o+ 2) = (e —1)1g (ot 2)

so erhilt man, diese Werthe in die vorgelegte Gleiclimg subsli-
tuirend :
G (ot 2) 4 ¢t 1) =0
welcher geniigl wird, fiir:
A (Cre™ " 4 )
dr® .

¢ () =

Man hat daher auch folgendes andere Integrale der vorgelegten
Gleiehung :

f(®)=A(x—3)! (—1)"

woselhst A eine willkiirliche Constante hedeutet.
5. Beftrachten wir jetzt die Gleichung :

(mta)dy4[Ad4+D—(«+2)(m+a)|Ay+
F|—dAf—DBatfa(m+ta)|y=0,
welehe schon in dem Memoire: .Integration der Differential-Glei-
chung* :
(s b 0) 5"+ (3 + by ) + (o +bo2) y =0
Gegenstand unserer Betrachtung war, und die wir daselbst auf ganz
cigenthiimliche Weise integrirten, so hat man:

y=1()
geselzt:
(m+2)f(e+2)+[A4+B—(«+B+2)(m+ ) f(a+1)+
A=A 48) =B +)+ (T +2) (L) (m+) | f(x) =0
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welche Gleichung mevkwiirdiger Weise fast genau denselben Coéfti-
cientenbau hat, als die vorgelegte, und ganz denselben hiitte, wenn
man 1 4o« und 1+ B dovch « und 8 ersetzen wiirde.

Fithren wir nun der Kiirze halber folgende Bezeichnungen ein :

m4ax==E
I + =«
L4 8=
und setzen dann:
P (%)
[(E—m)= Y

so erhalten wir:
¢ (£+2)+ [A+B i (al—l—tgl)s] ¢ (5+ I) + [‘1ﬁl+
+ Day— 5(111‘31"*‘]}“1*}’“1 ‘31) + @ ‘3: 5”’] S»,’(E) =0
Behufs ihrer Auflisung setzen wir jetat:

g (&) = {d @(f)}

dr®

0

so erhalten wir zur Bestimmung von ¢ (7) folgende Differential-
Gleichung :

(tar— 1) (B — 1) ¢" (1) 4 [A+ B— (4B, + B) ] ¢/ (1) +
(4B 4 Ba) g ()= 0.
Sie gibt nach Liouvill's Methode aufgelost:

e

Ay BB,

oM =[A—ar) s (1—=Fr) & dir*

folglich erhalten wir successive folgende Gleichungen :

¢ () = { i [([——-x,r) «x.l (1_(3‘,.)%'&]}
) 1 &= A—a, B3,
f(i—’")———(—g_—z)—,{d o [(1~-a|7) o (I —Pir) B J}

und endlich:
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i drrl+.1:—2 A—1—n
f(x) =_(/u+:v—'3)?{(1,74:[_:7[(]_7‘—6”,) <

B—1—§
(M —=r—Br) it I}

0

Sollte der specielle Fall eintreten, dass 1 4 o =0 werde, so
hat man :

A—l—g

(| —r—oar) e p—ar
somit:
) 1 ]m—{—.r—? f’_—l::i_,
f(x) = - | LA v_[(,ﬂu-. (l—r—Fr) 118 J %

(m+ x—2)! ( ol A=
0
Wire endlich

Il +a=10
und | 2 =0

so finde man:

5o =0 REEDE
f(l) i (m f:;~2)!
6. Es sei:

2erf(e 4+ 2) F 3af(e+ 1)+ f(2) =0.

Setzt man:

f(.'l,‘) _ ( X ¢ (a)

e —2) 1 (r—2) 1
so erhilt man:

2d(v+42) - 3ed(e+ 1)+ (e—1)2g(a) =0

o (r
p@ -0
0

fiir:

d,..l‘
erhiilt man:
(437 42)¢" (1) —rg (1) + ¢ (r) =0
und dieser geniigl:

e (r)=C rlog(r+1)—4]+ Cr.
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Es ist somit:

7 (@) = ! th [C(rlog [r+1]—4)+ C.r]

(x—2)! (1j‘20; diF

0
oder reducirt :

a(—1)"
Tl@= 4. (v—2)!
das Integrale der vorgelegten Differenzen-Gleichung.

7. Es sei:
(x+4) (438) f(x+2) — (To4+25) f (x4 1)+ 12 f (@) = 0.
Multiplicirt man die 3 Glieder dieser Gleichung der Reilie nach mit:
1. (044) (x4+5) . (@+4) (@+5). (e+3) (v+4)

so erhilt man sogleich durch (w+4) (x+-5) abkiirzend, als Resultat
der Substitution von:
¢ (=)

@) =
in die vorgelegte Gleichung folgendes :
¢ (e42)—(Te4-25) ¢ (v4+1) +12 (4 3) (@+-4) ¢ (@) = 0.
Setzt man, belufs der Integration dieser Gleichung:

do (r
$@) = {22
0

dr®

und:
Up=¢" (1) =28 ¢/ () + 144 ¢ (1)
Uy=—7¢"(r)+84¢ (1)
Uz = 12 (4 (7')
so hat man als Gleichung zur Bestimmung von ¢ (7):
(12r2—Tr4-1)¢" () + (96— 25) o' () + 144 ¢ () =0

welche sich nach der LiouvilP'schen Methode auflosen lisst. Dif-
ferenzirt man sie daher p mal, so erhiilt man, die fonction complé-
mentair ausser Acht lassend :

(122 —Tr 1) @ G+ () 4 [ 247 (p4-4) —Tp— 28]t () +
F12(p2+ T+ 12) o (1) =0.
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Sie vereintaelt sich fiir:
p=—3,und p=—4%

und fiihet nach Annahme dieser Werthe auf folgende 2 Gleichungen:

(19)~—77—{—1)f§a(b (247——4)f90(/)~=0
(191~—71—}—1)f904h +3fgmho—0
Aus der ersten folgt:

da* r (br—1)?
9”()_W[(;,'f{j*]

und aus der zweiten:
B (Gr—1)3
¢(r) = F[(a; 1)s ]

Diese beiden Auflosungen geniigen auch, wie man sich leicht iiber-
zeugen kann, der Differential-Gleichung:

(1272 —Tr 4 1) " (r) + (96r-—28) o' (1) + 144 o (r) = 0

und doch ist:

p1=0 S [C0) 4 e L0

nicht das volistindige Itegral derselben. Denn werden die in Form
von zweiten und dritten Differential-Quotienten aufgestellten Werthe
entwickelt, so ergibt sich merkwiirdiger Weise fir beide genau
dasselbe, niimlich:

5 24 24
¢ (7) = 0[63,._1)}_'_ Br—1)5 + (3)'—1)"]

¢ (r) lisst sich in dieser Form sehr leicht @ mal differenziren und
man erhilt nach einigen einfachen Reductionen:
3" (a2 — 132 + 20)

(@ +2)!

f(x)=4

als Integrale unserer Differenzen-Gleichung.

Bestimmt man das zweite particuliire Integrale von ¢ (). und
zwar, wie hier am bequemsten. mittelst der Methode der Variation
der willkiirlichen Constanten, so erhiilt man:
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( 216,22 - 2r —|—' (3r—1)5dr
p()=— Gr—1)¢ ) 16272, 15)2 (1)

-3
&9

somit ist das zweite particulive Integrale der vorgelegten Differen-
zen-Gleichung:

D d° 216r2—72r 15 (3) — l)“(]l :
/1(""‘) Lo .7_7_ 5 [ Y 210,2— ey I?
(z+2)! (v +3) (1[: (Br—1) (@ 162—72r 3)2(4r--1) s
0
8. Es sei:
(44 (@+5)f(e+2)—a(Ta+25)f(r+ 1)+
+12x (wx—1)f(r)=0.
Da die 3 Glieder dieser Gleichung der Reihe naeh dureh:
t, 2, a(e—1)

theilbar sind, so hat man, die 3 Glieder ohiger Gleichung durch diese

Zablen dividirend, genau die frilber behandelte Gleichung; es ist
somit:

3% (22— 152 4 20). (v —2)!
[(¥)=4. ( (:;4_2)! - +

B(z—2)! d% [ 262 —72 -5 (3 —1)3dr ])
(x+2)1(x+3)! | g, [ (Br—1)s (6272 (5)2 ar 1) I
0
das Integrale der vorgelegten Gleichung.
9. Es sollen die Fuuetionen:

y==a
y =
y = as

dargestellt werden als at¢ Differential - Quotienten einer Funetion
yon 7.

a) Ist y = . soist A2y = 0 nnd somit:
[ +2) —2f (e 1)+ f(2) = 0.

Setzt man :
oy J 20
flr) = [ av

0
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so kommt man bei der Bestimmung voun ¢ (') auf folgende Differen-
tial-Gleichung :
() —2¢ (1) + () =0
aus welcher folgt:
¢ () = (A4 Br)e

somit ist:

= {dd';_r [(4+ Br)e) ;

Um A und B zu bestimmen, differenzire man (4 4 Br) e
wirklich @ mal, man erhilt so:

@ = {[A+Br +Ba]e}

0

und diese Gleichung wird identisch fiir:

4=o0 y B =1
folglich hat man:
d* (re")
X =
dr®
0

b) Ist y = @2, so hat man:
Aty =0
oder:
[(e43)—3f(x+2) 43 (@+ )—f() =0.

Setzt man:

r@) = {
dr )

45 () }

so hat man zur Bestimmung von ¢ () folgende Differential - Glei-
chung:

¢ (r)=3¢" (1) +3¢' (1) —¢ (1) =0
weleher geniigt wird, fir:

()= (A4 Br+ Cr3) e

es 1st somit:
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Y= % ;:; [(4+4Br+ Cr?) e] %

Um 4, B, C zubestimmen, differenzire man das Product:
(d 4+ Br+ Cr2)e
a mal, man erhilt so:

e = {[A+ Br+Creta (B+2C0r)+Co (o

)] e”}

0
und diese wird identisch fiir :
A=0, B=1, C=1.
Man hat daher:

d*

dar®

=

[ ) er] }

0

und eben so findet man:

@ = { ¢ = [(r43r24r3)er] }

dr

d*
a1 = g [(r4 der2 4 Ass 4 .. L Aysrm = 4 1) e"]%

T
dr
(1]

woselbst 4, , Ay , . .. A,_» die auch in der Gleichung (10) vor-
kommenden Coéflicienten sind 1).

) Sehr leicht ist die Darstellung von Exponentialgrissen als.vte Differential-Quotienten.

Man hat namlich:




~
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10. Ls sei zu bestimmen der Werth des folgenden unendlichen
Kettenbruches :

1
y(a)=9(x)+ 1
(@) 4 m———————————————
9
p(v+2) 4 T
Es ist nun offenbar:
gw)=¢(x)+ 4}({:’1)
und setzt man:
F(x)
/ _
( ) F(a+1)
somit:
F(x 1)

¢ (041)—
so erhiilt man die Gleichung:

F(o+2)+¢ @) F(e+1)—F(@)=0
welche ich in dem speciellen Falle, wo:

50(.1))=2.’L‘+1

ist. in nitheren Betraclit zichen will. Es ist alsdann, wenn:

Po)= 3 If()}

A

F(a42)

geselzt wird:

U= +0)—f0)

Uy =21 (v)
und somit die Differentialgleichung, welehe zur Bestimmung von f(r)
dient, folgende:

(=2 D" () () — () 0.
Das Integrale derselben ist:

()= C, eV2r—1)+t g e—Vir—+

1

und wenn man A =1 setzt:
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F(v)= gi [C, etV 4 eV | }
ar®
somit hat man:
{%[Ci e+1/27+ CZO—V::T]}

)
[CoetVer 4 Coe V™ ]}

3l

D2 +1

oder statt ¢b (@) seinen Werth gesetzt:

L re e*“ﬂa-e'“““lz.

dr

—‘l—-.l»“?‘ ~—— e m——— —=2.E *—l’i-’ =
g( [(‘ bV 2r +Coe— Var J} 2043 + N

dr® ! L DY I . —
: Ly F7-.

Der erste Theil dieser Gleichung enthilt, da man dureh C; Zihler
und Neuner des Bruches dividiven kann, eine willkiicliche Constante

(12 o o P
—, um diese zu bestimmen, setze man @ == 0; man erhilt dann, nach

{
ciniger Reduction :

,,e+l+("gc_' 1
— o a0 e
(13 ‘—'Cgl,’ 3+ 1__
5
Tlon

Nun ist aber dieser unendliche Kettenbrueh (siehe Gruner(s Sup-
plemente zu Kliigel's mathem. Warterbuch, 1. Bd., p. 555) gleich:

et! t !
rer“——c_1
somit ist:
C, = C,
und daher:
d* = —
3 e [etVe 4 Vo ] %,:, ]
a — oy =kt T
%_'}It[ Ve 4 c—Vlr]}, 2x+3 4+ — P
2 2z }—d{-:*q;';_'?(a
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Biese hichst merkwiirdige Form verdieut iheer Einfachheit halber,
dic Beachtung der Mathematiker.
Betrachtet man ferner den speciellen Fall, wo:

p(v)=aux
1st, so hat man:
Fe42)Faa F(rl)y —F(x)=0.

Setzt man:

ar®

Fa)= % iGN }
)

so cerhilt man zur Bestimmung von f£(r) die Gleichung :

(L4 ar—ad)f"(r)—f(r)y=20

welche sich fiir:

A= —

[

vereinfacht, und der folgende Werth von f(r) geniigt:

T T
h 2 / f cos w 2 7’; o3 1w
f(r)y=4 V?Jcos we Ve dw -+ ]%’ b dw 4
0

0

+ 213\/—'.— /cos w 62‘ W log (VI»— sinzw) dw.
a a
.
Stellt man dies kurz so dar:

f)=Afi () + Bf: (r)

woselbst 4 und B willkiirliche Constante bedeuten, so hat man:

ar o
g:};;[f‘fl (r)+Bf. (r)] }.’_ !

_— Y —ax ol 3 _—
{:["‘“ b i

oy n (,r>+12/;(r)J§ At
drt ! E a(x+2)p———
?[ ( +2)f‘a(ar+3)+....
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Da pun fir @« = I der Werth des rechts stehenden Ketten-

T
& 2V rens
— [V?‘ Cosln e 1/1 cos w (lll']
dar

()

™
d.r+l oV re i
__[1/7' cosw e s dw]

dra:+ 1

bruehes 1):

o
0

ist, so folgt B =0 und man hat:

T
d* 21/ o
[V?ﬁoszue = (lw]
([I =)o
0 G

ke
a=t! ' 28/ " costo
{ [V?/cos el 5ot (lw]}
e 1
0

T
1
=ax + o
a(x + 1)_{___,777”771
a4+ 2)+ = :
ol ) a(e+3) ...

Es ist nun aueh leiebt, eine eomplete Differenzen-Gleichung nnt

ganzen algebraischen Coéfficienten zu integriren, Denn ist

Yf(@4+n) 4+ X f(e+n—D4. . 4 Xf(w4 1)+ Xof () =F(2)

so setze man:

(r) %

>~

)= {d”zp(v $

und man erhilt, die bisher gebrauehten Bezeiehnungsweisen hei-

behaltend:

1) Siehe unser Memoire ,Bemerkungen iiber die Integration linearer Differential-Glei-
chungen“ XXVI. Baud, Seite 510 der Sifzungsherichte der mathem.-naturw. Classe.
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,Zm d = W) U (r—2) O A (r— 2)2 ’3"+"']% -

_ o |
&t 5 i

]

Dieser Gleichung geniigl man fiie solehe ¢ (), welche die Gleichung :

U4 (r— D) U 4 =D 0 A (r— )2 0 . = ¢ (r)

identificiren.

Das hier dargebotene Integrationsverfahren ist in aller Strenge
richtig, so lange . eine ganze positive Zahl ist. Die Resultate,
zu denen man aber hicbei kommt. sind nicht immer geeignel,
cinfach auf ganze negative Werthe von .» iibertragen zu werden,
und falls sich aneh hie und da eine solehe Ubertragung veeht-
fertigen liesse, wiire in der Regel hiemit doeh nicht viel gewonneu,
Denn die Integrale, zu welchen man hier kimmt, haben oftmals
factorielle zu Factoren, jedesmal aber ¢ Differential - Quotienten.
Verwandelt man die Factoriellen in Gunma-Funcetionen, so geniigen die
so geiinderten Ausdriicke noch immer den Differenzeun-Gleichungen,
gestatten aber, da:

1 5 2 . 3 c..ooom .omt
() (v 42) . (w4 B) ... (e fm)

fiir m =00 ist, keine ganzen negativen Werthe von e Die 2t Dif-

P(e)=1lim

ferential-Quotienten aher verwandeln siel fir negative @ in @' Inte-
grale, und die Berechnong derselhen ist in der That hichst unbeguem,
wenn nicht gar unausfithrbar.

leh fand es daher fir gnt, folgenden anderen Weg einzusehla-
gen, um das Integrale ciner Differenzen - Gleichung fiiv negative @
zu erhalten. Wenn:

9u () (o) 4 pua () flatn—1)F . 4
F o0 (O (0 1)+ gu (@) () =0

die vorgelegle Differenzen-Gleichung ist, so kann selbe fiir uegative

@ so geschrieben werden:

o (—2)f(—e+) F+ o (—) f(—w+n—1) 4 . ..
+o (=) (et 1)+ (—2) [ (—2e) =0
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und setzt man hier :
[(—a+tn)=F(r),
so hat man:
[(—a+n—1)=F(r+41)
f(—x+n—2)=F(x+2)

(— &£ — 1) -—F( +7z—l)
f(—a) = F(x+n)
und man erhilt hiedurch die Gleichung:
vo(—a)F(x+n)+ ¢ (—2)F(x+tn—1) 4 ...
+ ¢ (—2) F(e+1) + ¢u (—2) F(2) =0
welche genau die Form der Gleichung (1) hat. Ist ihr Integrale:

F(z)= M)gdwﬁ,

b8

so hat man:

dx (n) (,) }
dr®

i) = o) |
!
und die vorhin angezeigten Schwierigkeiten sind dadurch gehoben.
Nehmen wir, um gunz in das Wesen der Sache einzugehen, mehrere
der vorhin behandelten Beispiele noch einmal vor:
1. Die Gleichung:

[ @42) =2 (r+1) + (142)(2) = 0

hat zum Integrale folgenden Ausdruck:
7T =2 [ -2 "
f(x)=0,%[ [c 2J}+(725 [e 2fe B(II'J}
dr® ( dr®

fir negative 2 nimmt dic vorgelegte Gleichung die Gestalt an:

(=2 +2) —2f(—2+ 1)+ (1 — &) f(—x) =0

und setzt man:

f(—e+2)=F(v)
[(—w+ 1) = F (1)
f(—a)=F(x+2)

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl. XXIX. Bd. Nr. 7. G
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so erhialt man die Gleichung :

(e—HF(e4+2)f2F (x4 1)—F(xr)=0
welche nach der in diesem Memoire gezeigten Methode hehandelt,
zu folgendem lutegrale fihrt:

F(e) =

1

{ (1, (l‘l‘()'2—l) i l[l"i g
(a—3) ! ar" d

somit ist:
r?

1 AR | vt , %
f(—e =———{K.‘———(T S §

(a—1)! A= t? dar!

9

Der mit &; verkniipfte Ausdruck ist offenbar gleich Null, daher hat
man:

N i e g
f(—‘?’)_(l_i)| a1 ’

Setzt man in dem zuletzt gefundenen utegrale v =1 ,2, 3, 4,

so erhilt man f(—1),/(—2),f(—3)./(—4).... welche
der vorgelegten Gleichung entsprechen.
2. Die Gleichung:

f(x+2)—2af(e+ D+ (e+ 1)[/(x)=0
hat zum Integrale:

/()-— ){ll [0,70T+C1617f_é(—j—:l}

—1

ein Ausdruck, welcher fiir ganze Werthe von @, die gleich oder
kleiner als I sind, Null wird.
Setzt man aber in dic vorgelegte Gleichung @ negativ, so hat
man
—af(—a+2)+22f(—ae+ 1)+ —2)f(—2)=0
und dies geht fir:
f(—a) =F(z+2)

iiher in
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(e—DF@+42)—22F(@4 1)t 2rF(x)=0.

Ihr geniigt man fir:

F(v)=-

¢ VML:H?

(x— J) ! (== {

sount Ist:

1
) B c FEad (l' v T)
ACI= (1)t T
ein Ausdruck, welcher gerade fir solche ganze Werthe von @ ciue
leichte Bereehnungsweise gestatlet, wo der andere, friher gewon-
nene Ausdruck unbranehbar wird.
3. Die Gleichung:

[le42) 4 af (e D—f () =0

geht fiie negative @ iiber in:
f(—e+42)—af(—e+1)—f(—v)=0
und setzt nian wie bisher :
f(—a) = F (e 2),

so erhalt man :

Fle42)+wlF (a4 D—F(r) =0
cine Gleichung, welehe vollstindig mit der vorgelegten iiberein-
stimmt. Man hat dalier um f(— &) zu bestimmen, in dem Integrale
der vorgelegten Gleichung blos w2 statt @ zu setzen.

4. Die Gleichung:

e+ 2)4+(e—1)f(x+1)=0

wird fiir negative @ :
[(—a+2)— (4 Df(—et 1) =0
und setzt man:
[(—v)=F(r4-2),
so hat man:
(e F@+1)—F@)=0

welcher geniigt:
®°
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1
(@) = =
folglich ist:
i
/1(_“1") - ( R

& }2)—!— ’

5 Beispiel. Die Gleichung:
20t/ (w4 2) Bl (w4 1) +f(e) =0
wird fiir negative @:
20t (—a + 2)— 3/ (

und setzt man:

e+ 1)+ /f(—a)=0

[(—a)=F(v+2)
so hat man:
Fle42)—3aF(v+ 1)+ 2a2F(x)=0.

1hr geniigt :

F(a) = C{ j’ | 2009 - — 1) — 7__]T]}

0
soniit hat man:

/'(—-v)=0{ el

o Lr—1)3
0

Zerlegt man Yy in Partinlbriiche und differenzivt man alsdann
3

dieselben, so erhiilt man:
f(—x)=Cu.(x+1)!

Es lisst sich endlich die hicr gezeigte Methode aueh auf Diffe-
renzen - Gleichungen mit beliebig vielen unabhiingig Variablen aus-
dehnen. Man begegnet hiebei keinen anderen Schwierigkeiten, als
die, welche die Integration partieller Differential-Gleichungen dar-
bieten. — So ist, um nur den einfachsten Fall zu beriliren, fiir:

a* o ()
(@, y)=3———
( ’ du® do?
uy, 1y
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woselbst ¢ (w, ©) eine Funetion von « und » bezeichnet, und «,
und v, constante Zahlen sind, die nach verrichteter @+ y maliger
Differentiation von ¢ (u , v) in diesem Ausdrucke statt « und v geselst
werden miissen, folgendes:

af(x,y) =§ - [(u—u;)d—?—(zfiz]}

du” dv?
do(u, v)
um,y)—{ o]
):+y )
N = { Ep [(u—u.)2 = (u—u,) J}
&t @y |
ryf(l 'Z/) - % A dv? [(u—u,)(v—“) du dv ]S
=ty
v ={ S ey S e—e |

und dies sind die Hauptreductionsformeln, welche unserem Verfahren
bei der Integration von Differenzen-Gleichungen mit 2 unabhiingigen
Yariablen zu Grunde liegen.
1. Beispiel. Sei:
ayf(e+ Ly) +baf(v,y+1) =ceyf(v,y)

dic vorgelegte Differenzen-Gleichung. Setzt man:

=(@—1)!1(y — D (@.y)

so erhilt man:
ad(et+1.9)+od(w.y+1)=cd (v,y)
und dies geht fir:

5 &, (1(,1')_ ?
{  dutr? f
0

¢ (x.y) =

, 0

iiher in:



86 Spitzer.

Ty dy dyp
P

l -
du® dv? du

Der Gleichung :

geniigt aber:

g=c" ' F(av—bu)

unter F(av—bu) eine willkiivliche Funetion von «v— b u ver-
standen, somit ist:

a5t
o

[(r.g)=(e—1) !(.z/—l)zg

da® di?

[(:: “F(Il 17-—-—1)11)] ) .
éJP

duas tntegrale obiger Differenzen-Gleichung, welehes aber blos fiir
positive @ und y gilt.
2. Beispiel. Die Gleicliung:

wfCe+ 1. y)+of(e.y+1)=cle+y)f(e.y)
geht durch Substitution von:
@) =(@+y—D(r.y),
woselbst:
(ety—IN=1.23.4...(¢4y—1)
ist, Giber in:

ad(e41.y)+bd(v.y+1)=cd(r.y).

somit ist:

2
dit dv'

f(x,y)=(x+y—1)! {——djﬂ l(‘ ] “F(ur——lm)] ? .
0),.0

Macht man aber von der Substitution:

(500 )

[try) = E dut i 5

gleieh anfinglich Gebrauneh, so findet man:



Neue Integralions-Methode fiir Differenzen-Gleichungen ete. 87

{ sty dy

dy dy i
- [ = —-+ b ———c(u—u,)-(—l;-—-c(v—vl) ?v—] } =0

Uy, Uy

du® dv

und withlt man #, und », dermassen, auf dass:

a+cuy=0
b+cv,=0

wird, so erhilt man:

d1‘+.'l
[u
du”® d¥ (lu tlv

Das Integrale der partiellen leferentlal—Glelchung:

{l

n[:

dy do
—_— —_— 0
% du a7 dv
ist aher:
({2
—_ F = || 5
=)

(3
woselbst ¥ ( —

5
hat man auch:

; ——— . 2 . )
) eine willkiirliche Funection yon — bhezeichnet, somit
v

() }
du” dv? .

f(-”U’J)={

fiir das Integrale der vorgelegten Differenzen-Gleichung.
3. Beispiel. Es sci gegeben die viel allgemeinere Gleichung :

ap@)f(e+1.)+bs )/ (v.y+ 1) =cr(@+y)f(v.y).
in weleher die beiden vorher behandelten als speciclle Fille ent-
halten sind. Setzt man:

oy ety
ASE )y pryyy [w(J 1)]"’(” ')

woselbst :

[p(@—D]'=9(1). 2(2).2(3)....9(x—1)
[d(y—D]t=a(1).5(2).a(3)....6(y—1)
ZE+y—DI=2(1)2(2). 23 ... .x(e+y—1)
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ist, so erhilt man ebenfalls:
ad(e+ 1, y)+ o (v, y+1)=c¢(r,y).

Es ist somit:

(L Y]t ot e
/'(a’,y)= [%(x +y— D] { arry [(,' « F(((l’-—[)u)]}

[p(e—1)]! [o(z—1 N au® @

0,0
das Integrale der vorgelegten Gleichung. — Da in diesem Beispicle
nirgends die Bedingung niederlegt wurde, dass die Coéfficienten
ganze algebraische Funclionen sind, so gilt dieses Resultat auch fiir
beliebige Functionsformen der Coéfficienten, wenn nur hiedurch
f(@,y) endlich und bestimmt bleibt.

4. Beispicl. Sei endlich die Gleichung:

2f(e+1.y+ 1) =fle+1.9) + f(z,y+1)
gegeben, welche Laplace in seinem classischen Werke: ,Théorie
analytique des probabilités*, troisitme édition pag. 211 integrirte.
Selzt man :

dE o (u,v) }

du® dv!

[, y) =§

’

so erhilt man zur Bestimmung von ¢ (u , v) folgende partielle Diffe-
rential-Gleichung :

9 Ao (u ,v) de(u,v) do(u,v)

du dv du dv

Ist das Integrale derselben von der Form:

9 (0, 1) = ¢ (1) 4 v () + 02 (1) 4 03 (W) + - .-

so erhilt man:

do (u,v) ) ) /
= (W) o gy () F ot (W) F o (W) + -

1o (e
pelten) Oy () +2v¢dy (u) +3v2dy (u) +4v3ds )+ . ..

dv
= ¢y (0) + 20" (v) + 3oy’ () + 4oy (u) +- . . .

d*¢ (u,v)
du dv

uid werden diese Reihen in obige partielle Differcential-Gleichung
substitairt, und alsdann die, auf beiden Seiten der Gleichung be-
findlichen Coéfficienten der gleich hohen Potenzen von ¢ einander
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gleich geselzt, so kimm( man zu nachfolgendem Systeme von Glei-
chungen:

20/ (W) — ¢ () = ¢ (W)
2947 (1) — g (1) = 90’ ()
295" (1) — ¢ (1) = 5 ¢ (W)
204 (1) — ¢ () = T " (1)

aus welchem f'ulfrende Werthe fiir yi(u) <,/r (u) ¢y (re) o Pu(u),.
hervorgehen:

I
¢y (1) = ) c"./‘e ¢ (1) du

u

2 u
| [+
e (0) = >~ e‘fe 2P (W) dur

u°

« 3
T =% ,m
S O fe " (o) dus

4

1 S5
¢y (u) = T i/;’ * P (w) dur

g5 () =

somit ist:

u u 2

— “

¢ (u,v)=¢ () + ~];_ ‘ f’(?t)(l¢¢+— . L;fe—Tg’/”(u)(luH—

“ 3
u

# e 5
—{—ﬁ.—ZT e * ¢ (0)dus 4

Beachtet man nun dass :

— [e”f —ar f(z) d ot ] — ga:f/;_m dx]’(-’«)

da

ist, so hat man, ¢ (v, v) -+ y mal differenzirend:

u

2oy Xyt
&y (u,v) e? : .

£ 2 (o7 gt v e
du” dv’ 2Y fe a (") ik + H_lf i

'y y+2
2 e? —_— Y
¢mw@wwﬂ+%-ppf“2¢@mﬂwww%+m
2 9u+2
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folglich ist:

Ao (u,v) | i .
N AL QRIS B ¢+ (u) da,
du’® dv? 7
0
ein Ausdruek, in welehem nach verrichteter ymaliger Integration statt
u Null gesetzt werden muss.
Macht man nun von folgender, von Liouville herrvithrenden
Formel Gebraueh:

[ o

ﬁp (w) du? = (—j-_l)ivjl‘ ({:)—/50 (4 o) ar—'da,
k)

so erhilt man:

00

uta

— 1y _ wrd
f(x,y) = _=D —/(j 2 ) (uta) ! da
2y — 1!
0

oder ondlich, weil man in diesem Ausdrneke ¢« = 0 setzen kaun:

(=Y  [o=
[l o) = 5o [ g (). v
2V (y— 1)
0
und dies ist das, mit der willkiirliehen Function ¢ (@) versehene
Integrale der vorgelegten Differenzen - Gleichung. Bei gehoriger
Speeialisirang dieser Funetion ¢ («) crhilt man das von Laplace
angegebenc Integrale. Soll der hier gegehene Werth von /(@ , y)
ganz tadellos sein, so muss die willkiicliehe Function ¢ («) so.ge-
wiiblt werden, dass das bestimmte, innerhath der Grenzen 0 und oo
anfgestellte Integrale weder unbestimmt noeh unendlich werde. Dass
man durel Vertauschung von @ und y ein zweites partic. Integrale
erhilt, versteht sich wohl von selbst.

Wir glauben nicht schliessen- zu diirfen, ohne nochmals der
schinen Arbeit Sehtomilel’s ,Theorie der Differenzen und
Summen® zu gedenken. Das Kapital in demselben ,Integration mit
Hilfe unendlicher Reilien® (der Laplace’schen fonetion généra-
friee) zeigl, wic nahe man bereits der Methode. die ich hier der
kaiserlichen Akademie der Wissensehaften vorznlegen wagte, war,



